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Aufgabe 6-01: Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Gegeben sei die Sprache L = {a'b/c* | 1 <i < j <k € N}. Ist L kontextfrei?
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Karlsruhe Institute of Technology

Aufgabe 6-01: Pumping-Lemma fur kontextfreie Sprachen ﬂ(IT

Gegeben sei die Sprache L = {a'b/c* | 1 <i < j < k € N}. Ist L kontextfrei?

Losung:

e Wiihle ein beliebiges n. Dazu das Wort z = a"b"¢" € L. Esist|z| =3 -n > n.
e Betrachte eine beliebige Partition von z bzw. u,v,w, x,y € {a,b,c}* mit z = uvwxy =
a"b"c" und
(1) Jvwx| <n,

(2) |vx| = 1.

e Daraus folgt
- vx kann maximal zwei der drei Symbole a, b, ¢ enthalten, da [ywx| < n,

— enthiilt vx ein @, so enthilt es kein ¢. Fiir ein i > 1 enthilt jedes uv'wx'y weniger
c’s als a’s oder b’s.

- enthilt vx kein a, so enthiilt es mindestens ein b oder ¢. Fiir i = 0 enthdlt uwy also
mehr a@’s als b’s oder ¢’s.

e S0 haben wir fiir jede mogliche Zerlegung uvwxy von z, fiir die (1) und (2) gilt, ein i
gefunden, fiir das gilt uv'wx'y ¢ L.

e Gemil der Folgerung aus dem Pumping-Lemma ist demnach L nicht kontextfrei.
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Aufgabe 6-02: Berechenbarkeit _\_&(IT

Karlsruhe Institute of Technology

a)  Wie lautet die Definition einer berechenbaren Funktion? Geben Sie diese formal an.
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AT

Aufgabe 6-02: Berechenbarkeit

a)  Wie lautet die Definition einer berechenbaren Funktion? Geben Sie diese formal an.

Losung:

Gegeben seien ein Alphabet E, die beliebigen Teilmengen M1 und M2 von E* sowie eine
beliebige Funktion f: M1 — M2. f heil3t berechenbar, wenn es einen Algorithmus A¢: M1 —
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Aufgabe 6-02: Berechenbarkeit -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

b) Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

richtig falsch

Jede Funktion ist berechenbar. O O
Die Menge aller berechenbaren Funktionen ist abzahlbar. @) O
Wenn eine Menge M abzahlbar ist, dann ist sie auch aufzahlbar. @) O
DieMenge M ={n,n+1,n+2,..,n+n}flir0 <n < oo ist O O
Uberabzahlbar.
Das reelle Intervall [3, 6] ist abzahlbar. @) O
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Aufgabe 6-02: Berechenbarkeit -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

b) Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

richtig falsch

Jede Funktion ist berechenbar. O X
Die Menge aller berechenbaren Funktionen ist abzahlbar. [0 O
Wenn eine Menge M abzahlbar ist, dann ist sie auch aufzahlbar. O X
DieMenge M ={n,n+1,n+2,..,n+n}flir0 <n < oo ist O X
Uberabzahlbar.
Das reelle Intervall [3, 6] ist abzahlbar. @) ®
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Aufgabe 6-03: Halteproblem _\_&(IT

Karlsruhe Institute of Technology

a) Definieren Sie das Halteproblem
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Aufgabe 6-03: Halteproblem -\\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

a) Definieren Sie das Halteproblem
Losung:

Halteproblem ist Entscheidungsproblem fur Sprache L,;:
L,={<w,T,>, W € (E)* n T, halt auf w}
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Aufgabe 6-03: Halteproblem -\-\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

b) Beweisen Sie die nicht-Entscheidbarkeit des
Halteproblems durch das Selbstanwendungsproblem.
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Aufgabe 6-03: Halteproblem -\\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

b) Beweisen Sie die nicht-Entscheidbarkeit des
Halteproblems durch das Selbstanwendungsproblem.

LOosung:

Bewels durch Widerspruch: Angenommen es ware
moglich, mit einer Turingmaschine zu evaluieren, ob die
Ausfuhrung einer beliebigen anderen Turingmaschine
terminiert ... wir konstruieren eine Beweisturingmaschine

(BT)

12 Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fur Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren
K. Noullet, K. Pand|



13

Aufgabe 6-03: Halteproblem \‘(IT

b) Beweisen Sie die nicht-Entscheidbarkeit des
Halteproblems durch das Selbstanwendungsproblem.

LOosung:

Bewels durch Widerspruch: Angenommen es ware
moglich, mit einer Turingmaschine zu evaluieren, ob die
Ausfuhrung einer beliebigen anderen Turingmaschine
terminiert ... wir konstruieren eine Beweisturingmasc{ne

(BT) BT
Halt BT? / \
Kod(BT)#Kod(BT) | | T, —T;’ *
or
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Aufgabe 6-03: Halteproblem \“(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

b) Beweisen Sie die nicht-Entscheidbarkeit des
Halteproblems durch das Selbstanwendungsproblem.

L('jﬂ<od(BT) ist die Kodierung der
Beweisturingmaschine als Wort.

B Sheamendng toms o+ s Ch: Angenommen es ware
m( [rennzeichen, das erste ,Kod(BT) maschine zu evaluieren, ob die

ist das Wort und das Zweite ist die . ) .
A Kodierung der Turingmaschine. |gen anderen Tunngmasch”"]e
terminiergY.. wir konstruieren eine Beweisturingmasc@ine
Halt BT? =

a I N

Kod(BT)#Kod(BT) | | TH
{ nein
\ >
@ > @
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Aufgabe 6-03: Halteproblem \“(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

b) Beweisen Sie die nicht-Entscheidbarkeit des
Halteproblems durch das Selbstanwendungsproblem.

Losung: (" Unsere Annahme fihrt )

zu einem Widerspruch.

Bewels durch Widerspruch: Angenommen Folglich ist das
maoglich, mit einer Turingmaschine zu evaly ~ Halteproblem nicht
Ausfuhrung einer beliebigen anderen Turin '
terminiert ... wir konstruieren eine Beweisturingmas

(BT) BT
Halt BT? - ja/ \
Kod(BT)#Kod(BT '
denpesen | [T T @ T
SO
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Single Choice Aufgabe 6-04: BDD -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Welchen Vorteil haben reduzierte Funktionsgraphen (z.B. Binary Decision
Diagram) gegeniber anderen Darstellungsformen fr Boolesche Funktionen wie
beispielweise Wahrheitstabelle, KNF/DNF?
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Single Choice Aufgabe 6-04: BDD -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Welchen Vorteil haben reduzierte Funktionsgraphen (z.B. Binary Decision

Diagram) gegeniber anderen Darstellungsformen fr Boolesche Funktionen wie
beispielweise Wahrheitstabelle, KNF/DNF?

LOsung:

® Der Platzbedarf ist haufig wesentlich geringer (im schlimmsten Fall
jedoch bei allen Varianten exponentiell).

® Das Berechnen eines Funktionswertes dauert hochstens n Schritte bei
n Eingangsvariablen (das kann allerdings bei anderen Varianten unter

Umstanden mit einem cleveren Algorithmus asymptotisch auch erzielt
werden).
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AT

Aufgabe 6-05: Binary Decision Diagram

a)

Erzeugen Sie das BDD (Binary Decision Diagram) zu der durch folgenden
Baum gegebenen Funktion f : B3 - B:

Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fur Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren
K. Noullet, K. Pandl



AT

Aufgabe 6-05: Binary Decision Diagram

a) Erzeugen Sie das BDD (Binary Decision Diagram) zu der durch folgenden
Baum gegebenen Funktion f : B3 - B:

Losung: Das BDD ist der )
vollstandig
reduzierte

{3}
S |
(n} Funktionsgraph. J
| G

0 \1
y y
L [0 0 1
72 z ) zZ
| 0 | 0\NIL [O 1 0
1 0
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AT

Aufgabe 6-05: Binary Decision Diagram

b) Lesen Sie aus dem berechneten BDD einen Booleschen Ausdruck in
disjunktiver Normalform (DNF) ab.
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Aufgabe 6-05: Binary Decision Diagram ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

b) Lesen Sie aus dem berechneten BDD einen Booleschen Ausdruck in
disjunktiver Normalform (DNF) ab.

1. x'y'z’
2. x'yz
3. x z

—p f(x,y,2) = x'y'Z' + x’yz + xz

21 Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fur Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren
K. Noullet, K. Pandl



22

Aufgabe 6-06: von Neumann-Rechner ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(a) Nennen Sie die typischen Bestandteile heutiger von Neumann-Rechner.
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Aufgabe 6-06: von Neumann-Rechner ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(a) Nennen Sie die typischen Bestandteile heutiger von Neumann-Rechner.

Losung:

Die typischen Funktionseinheiten sind:
Rechenwerk, Speicherwek, Steuerwerk, Ein-/Ausgabewerk (iiber interne Datenwe-
ge (Busse) verbunden)
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Aufgabe 6-06: von Neumann-Rechner ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(b) Wozu dienen im Allgemeinen die verschiedenen Busse? Skizzieren Sie die Buss-
truktur.
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Aufgabe 6-06: von Neumann-Rechner ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(b) Wozu dienen im Allgemeinen die verschiedenen Busse? Skizzieren Sie die Buss-
truktur.

Losung:

Die Busse dienen zur Ubertragung von Daten, Befehlen, Kontroll- und Statusin-
formationen zwischen den Funktionseinheiten und stellen somit die Voraussetzung
fiir deren Zusammenwirken dar.

Skizze der Busstruktur:

A A Datenbus
Rechen-
werk ontrollbus
Adressbus
Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fir Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren
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Fragen zu den letzten
Heimaufgaben

Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6
K. Noullet, K. Pandl

AT

Karlsruhe Institute of Technology

( Wahrend die \

Tutoriumsaufgaben einen
Einstieg in ein Thema
ermdglichen, dienen die
Heimaufgaben dem
tieferen Verstandnis und
insbesondere auch der

\{Iau/survorbereitung /

{
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Karlsruhe Institute of Technology

Aufgabe 6-07: Rechenwerk ﬂ(IT

(a) Das Rechenwerk ist ein Bestandteil der CPU in Computern. Additionswerke sind
wiederum grundlegende Teile von Rechenwerken. Erldutern Sie, wie die mathe-
matischen Operationen Subtraktion, Multiplikation und Potenzieren (auf Basis
natiirlicher Zahlen) auf die Addition zuriickgefiihrt werden kénnen.

In welchen Fillen wiirde man in einem realen Rechenwerk diese Riickfiihrung auf
die Addition nutzen? Begriinden Sie.
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Karlsruhe Institute of Technology

Aufgabe 6-07: Rechenwerk ﬂ(IT

(a) Das Rechenwerk ist ein Bestandteil der CPU in Computern. Additionswerke sind
wiederum grundlegende Teile von Rechenwerken. Erldutern Sie, wie die mathe-
matischen Operationen Subtraktion, Multiplikation und Potenzieren (auf Basis
natiirlicher Zahlen) auf die Addition zuriickgefiihrt werden koénnen.

In welchen Fillen wiirde man in einem realen Rechenwerk diese Riickfiihrung auf
die Addition nutzen? Begriinden Sie.

Losung:

Subtraktion: a — b = a + (—b)
Multiplikation: k -n=k+k+ ...+ k

n-mal

Potenzieren: k" =k +k+ .. +k

kn—1_mal

Multiplikation und Potenz wiirde man direkt berechnen, weil das fiir die meisten
Zahlen sehr viel effizienter geht. Die Differenz wird fiir Kodierungen, bei denen die
Negation leicht zu berechnen ist, tatsiichlich auf die Addition zuriickgefiihrt (siche
1- und 2-Komplement).
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Aufgabe 6-08: Schaltfunktion ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

a) Entwickeln Sie die Schaltfunktion des Halbaddierers als Wahrheitstabelle und Boo-
leschen Ausdruck.
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Aufgabe 6-08: Schaltfunktion ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

a) Entwickeln Sie die Schaltfunktion des Halbaddierers als Wahrheitstabelle und Boo-
leschen Ausdruck.

Losung:

a und b seien die zu addierenden Bits, s ihre Summe und ii der Ubertrag der Ad-
dition der beiden Bits.

Wahrheitstabelle:

a|lbls |1
0/0,01]0
O[1/[1/]0
110110
1111011

Schaltfunktion als Boolescher Ausdruck:

s=(a-V)+(a"-b)=a XORb=a®b

i=a-b
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Aufgabe 6-09: Berechenbarkeit -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Zeigen Sie, dass nicht jede Funktion berechenbar ist.

Hinweis:

Zeigen Sie, dass die Menge aller Funktionen iberabzahlbar, die Menge aller berechenbaren
Funktionen aber abzéhlbar ist.
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Aufgabe 6-09: Berechenbarkeit -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Losung:

Sei E ein Alphabet.
a) Die Menge aller Funktionen f : E* — E™ ist Uberabzahlbar.
b) Die Menge aller berechenbaren Funktionen f : E* — E* ist abzéhlbar.

Folgerung: Nicht jede Funktion ist berechenbar.

Beweis:
a)  Ann: Menge F aller Funktionen f : E* — E™ ist abzahlbar.
=> F={f1,f2,f3,..}.Sei E* = {wl,w2,w3, ...}

Dann lassen sich alle Funktionen mit allen Werten in einer unendlich grof3en Tabelle
darstellen.
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Aufgabe 6-09: Berechenbarkeit

W1 W W3 Wy
fi fiwy) | frwy) | fi(ws) | f1(ws)
/> fow1) | fo(w2) | fa(ws) | fo(ws)
f3 fz(wi) | fs(w2) | fz(ws)| f3(Ws)
Definiere Funktion g : E* — E*:
Wahle u,v € E* mit Vi € N:
glw;) = {

Aus F abzahlbar folgt: 3k € N: g = f;
= g(w; = fi(wy) nach Definition gilt aber g(wy) # fi,(Wy)

= g kommt nicht in F vor

= Widerspruch!

Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6
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Karlsruhe Institute of Technology

falls f;(w;) # u
falls f;(w;) = u

Institut fiir Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren



34

Aufgabe 6-09: Berechenbarkeit -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

b) f mathematisch berechenbar = Es gibt einen Text endlicher Lange zur Beschreibung eines f
mathematisch berechnenden Algorithmus.

Menge aller Warter (Texte) abzahlbar
= Menge aller berechenbaren Funktionen abzéhlbar
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(a) Geben Sie die Dezimalzahl —21 als Zahl in der 1-Komplement-Darstellung mit 8
Bits an.
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(a) Geben Sie die Dezimalzahl —21 als Zahl in der 1-Komplement-Darstellung mit 8
Bits an.

Losung:

11101010
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(b) Geben Sie die Dezimalzahl —21 als Zahl in der 2-Komplement-Darstellung mit 8
Bits an.
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(b) Geben Sie die Dezimalzahl —21 als Zahl in der 2-Komplement-Darstellung mit 8
Bits an.

Losung:

11101011
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(¢) Geben Sie die Dezimalzahl zu folgender Bitreihe in der IEEE-754-Darstellung mit
cinfacher Genauigkeit (32 Bits) und ¢ = 127 an.
0 10000011 01010101000000000000000
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(¢) Geben Sie die Dezimalzahl zu folgender Bitreihe in der IEEE-754-Darstellung mit
cinfacher Genauigkeit (32 Bits) und ¢ = 127 an.
0 10000011 01010101000000000000000

Losung:

c— 131
r=(—1)0(2B127)(1 42242149264 98
r = 21,3125
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

(d) Welche Bedeutung hat bei der IEEE-754-Darstellung das implizite Bit der Man-
tisse und warum wird es nicht explizit dargestellt?
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Aufgabe 6-10: Zahlendarstellung ﬂ(IT

(d) Welche Bedeutung hat bei der IEEE-754-Darstellung das implizite Bit der Man-

tisse und warum wird es nicht explizit dargestellt?

Losung:

Das implizite Bit stellt die Ziffer vor dem Komma der normierten Gleitpunktzahl
dar. In der Dualdarstellung steht dort immer eine 1, daher kann man sich das
Belegen dieser Bits sparen.
Fine Ausnahme stellen die denormalisierten Zahlen dar, bei denen auf die Nor-
micrung verzichtet wird, um eine grikere Gemeinsamkeit in einem bestimmten
Zahlenbereich zu erreichen.
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Aufgabe 6-11: Huffman-Kodierung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Erzeugen Sie anhand der durch die folgende Zeichenkette gegebenen Haufigkeitsvertei-
lung eine Huffman-Kodierung. (Leerzeichen werden nicht gezéihlt.)

Fischers Fritz fischt frische Fische.

Tragen Sie in folgende Tabelle die ermittelte Haufigkeit der Buchstaben ein und be-
rechnen Sie die Codelinge L und deren Einsparung gegeniiber der platzsparendsten
Kodierung mit einer festen Codelange.
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Aufgabe 6-11: Huffman-Kodierung ﬂ(IT

Erzeugen Sie anhand der durch die folgende Zeichenkette gegebenen Héufigkeitsvertei-
lung eine Huffman-Kodierung. (Leerzeichen werden nicht gezihlt.)

Fischers Fritz fischt frische Fische.

Tragen Sie in folgende Tabelle die ermittelte Haufigkeit der Buchstaben ein und be-
rechnen Sie die Codelinge L und deren Einsparung gegeniiber der platzsparendsten
Kodierung mit einer festen Codelénge.

Losung:

Anzahl der Zeichen: 32

Buchstabe F I 3 C H R E T Z
Haufigkeit
44 Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fiir Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren
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Aufgabe 6-11: Huffman-Kodierung ﬂ(IT

Erzeugen Sie anhand der durch die folgende Zeichenkette gegebenen Héufigkeitsvertei-
lung eine Huffman-Kodierung. (Leerzeichen werden nicht gezihlt.)

Fischers Fritz fischt frische Fische.

Tragen Sie in folgende Tabelle die ermittelte Haufigkeit der Buchstaben ein und be-
rechnen Sie die Codelinge L und deren Einsparung gegeniiber der platzsparendsten
Kodierung mit einer festen Codelénge.

Losung:

Anzahl der Zeichen: 32

Buchstabe F I 3 C H R E T Z
Haufigkeit
45 Grundlagen der Informatik Il — Tutorium 6 Institut fiir Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren

K. Noullet, K. Pandl



Aufgabe 6-11: Huffman-Kodierung ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Kodierung:
F | 000
I | 001
S | 010
C | o011
H | 100
R | 110
E | 111
T | 1010
Z | 1011
__ 9 i« 8 4 4 o« 3 3 2 1 —
L=23+53+53+353+35-3+25-3+5-3+25-4+3-4=3,09375
Einsparnis: 1 — w = 22, 7%
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